Badania nad właściwościami operacyjnymi metody AHP by Prusak, Anna & Stefanów, Piotr
F O L I A  O E C O N O M I C A  C R A C O V I E N S I A  
Vol. LII (2011) PL ISSN 0071-674X
BADANIA NAD WŁAŚCIWOŚCIAMI OPERACYJNYMI
METODY AHP
A N N A  PR U SA K
U niw ersytet Ekonomiczny w  Krakowie 
Katedra Zarządzania Jakością
PIO T R  S T E F A N Ó W
Krakowska Akademia im A.F. M odrzewskiego 
Katedra M etod Statystycznych 
e-mail: piotr@stefanow.net
ABSTRACT
An ability to generate consistent results is the m ost critical operational feature of every m ethod. 
The objective of the present paper w as to dem onstrate the results of the study conducted w ithin 
the M inistry of Science and H igher Education Grant NN111345138 (Methodology of multicriteria com­
parative analysis of elements), regarding the relationship betw een the level of inconsistency of the 
AHP results, m easured by  Consistency Ratio (CR), and  num ber of the com pared criteria. Experi­
m ent involved analysis of 3-8 characteristics of selected objects (laptop, printer, public transport, 
mobile phone, flat and  food store). The results show ed tha t the analysis of as few as 3 characteri­
stics resulted in  a very high fraction of inconsistent opinions (more than  50%). In case of 6,7 and  8 
characteristics this fraction exceeded 80%.
KEY W O RD S —  S Ł o w A  K L u c Z o w E
analytic hierarchy process (AHP), analytic netw ork process (ANP), consistency ratio (CR), 
M ultiple criteria decision analysis
analityczny proces hierarchiczny (AHP), analityczny proces sieciowy (ANP), 
zgodność w yników  (cR), w ielowym iarowa analiza porów naw cza (w AP)
1. W P R O W A D Z E N IE
M etoda Analitycznego Procesu H ierarchicznego (AHP —  Analytic Hierarchy Pro­
cess) oraz Analitycznego Procesu Sieciowego (ANP —  Analytic Network Process) 
to jedne z najpopularniejszych na świecie w ielokryterialnych narzędzi w spom a­
gających podejm ow anie decyzji. Zostały one zaproponow ane w  latach 70 XX w.
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przez am erykańskiego m atem atyka, T.L. Saaty'ego. U  podstaw  m etody AH P leży 
założenie, że większość złożonych problem ów  decyzyjnych m ożna rozłożyć na 
czynniki pierw sze i przedstaw ić w  postaci drzew a hierarchicznego (struktury  
hierarchicznej). Struktura hierarchiczna podlega następnie analizie poprzez do­
konanie porów nań param i poszczególnych jej elem entów  oraz obliczeniu odpo­
w iednich w spółczynników  w agow ych. W  ten sposób m etoda AH P porządkuje 
w arianty decyzyjne od optym alnego do najmniej pożądanego, tym  sam ym  uła­
twiając podjęcie decyzji co do w yboru któregoś z nich. Poszczególne etapy tej 
m etody zostały w  sposób syntetyczny om ów ione w  dalszej części pracy.
Problem  decyzyjny nie zaw sze m ożna zaprezentow ać w  postaci drzew a hie­
rarchicznego, które nie uwzględnia pew nych złożonych relacji, jak np. sprzężenia 
zw rotnego pom iędzy poszczególnym i elem entam i. Dlatego też zostało opraco­
w ane inne narzędzie —  ANI, które stanow i rozszerzenie m etody A H P uw zględ­
niające różnego rodzaju pow iązania pom iędzy oraz w ew nątrz poszczególnych  
grup kryteriów  i subkryteriów. M etoda AN P nie jest przedm iotem  rozw ażań ni­
niejszego artykułu, ale należy podkreślić, że analiza danych w  przypadku oby­
dw u m etod oparta jest na tej sam ej, uniwersalnej procedurze postępow ania, p o ­
legającej na dokonyw aniu porów nań param i m iędzy sobą wszystkich elem entów  
m odelu przy użyciu fundam entalnej skali Saaty'ego. Procedury te generują jed­
nak szereg problemów, zarów no na poziom ie budow y m odelu jak i analizy, które 
w  praktyce prow adzą do niskiej w iarygodności wyników. Są to m.in. nadm ierne  
uproszczenie rzeczyw istości w  m odelu hierarchicznym , agregacja w yników  AHP  
w  grupow ym  podejm ow aniu decyzji, zm iana w yników  na skutek pojawienia się 
dodatkow ego elem entu w  m odelu oraz trudność w  uzyskaniu spójnych (zgod­
nych) wyników. Przykłady w ybranych problem ów  zostały om ów ione np. w  [Ste­
fanów  & Prusak 2011].
Problem  dotyczący trudności w  uzyskaniu zgodnych (spójnych) wyników, 
szczególnie gdy dokonyw ana jest duża liczba porów nań, jest najpow ażniej­
szym  zarzutem  w obec AH P/AN P Tym czasem  zdolność do generow ania nie- 
sprzecznych w yników  jest krytyczną w łaściw ością operacyjną każdej metody. 
D ostrzegając ten problem , tw órca narzędzi AH P/AN P zaproponow ał specjalny  
w skaźnik zgodności (współczynnik CR  —  Consistency Ratio), za pom ocą którego 
na każdym  etapie analizy kontrolow ana jest spójność (zgodność) otrzym anych  
rezultatów . Jeśli są one niespójne, badanie należy pow tórzyć bądź odrzucić. 
N asuw a się w  związku z tym  pytanie, jak często takie niezgodności się zdarzają  
i od czego zależą. Wyniki badań przedstaw ione w  niniejszym artykule, prow a­
dzone w  ram ach G rantu MNiSW  N N 111345138: Metodologia wielokryterialnej ana­
lizy porównawczej obiektów, są jedną z nielicznych prób udzielenia odpowiedzi na 
to pytanie. Istnieje bow iem  bardzo wiele publikacji dotyczących tego problemu, 
ale większość z nich próbuje rozw iązać go od strony analitycznej. Nie są znane  
autorom  żadne próby badania od strony empirycznej poziom u niezgodności w y­
ników AH P w  zależności od takich czynników  jak np. sposób prezentacji danych
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i adm inistrow ania ankiety, liczba porów nyw anych elem entów  oraz liczba stopni 
na skali p orów nań1.
Prow adzenie badań d otyczących  kluczow ych w łaściwości operacyjnych  
AH P/AN P jest szczególnie w ażne ze w zględu na rosnącą w  świecie popularność 
tych m etod, zarów no w  nauce, jak i w  praktyce. M imo, iż m ają one wielu kryty­
ków, którzy zw racają uw agę na ich pow ażne niedociągnięcia, to w  bazach czaso­
pism w ysokopunktow anych m ożna znaleźć ogrom ną liczbę artykułów  na tem at 
aplikacji AH P/AN P w  różnych obszarach. Ż adna inna w ielokryterialna m etoda  
w spom agająca decyzje (np. VDA, Electre, Prom ethe) nie doczekała się takiej 
liczby publikacji. Po m etody AH P/AN P coraz częściej sięgają też praktycy. Duża 
popularność AH P/AN P w  porów naniu do innych w ielokryterialnych m etod p o ­
dejm ow ania decyzji w ynika m.in. z tego, że m etody te pozw alają w  prosty spo­
sób zdekom ponow ać złożony problem  decyzyjny i zanalizow ać go, w  wyniku  
czego otrzym uje się konkretne wyniki liczbowe w skazujące optym alny w ariant 
decyzyjny. Ponadto, posiadają one łatw o dostępne dla użytkow nika oprogram o­
wanie kom puterów 2. D uża liczba zastosow ań w ym aga zw rócenia szerszej uwagi 
na w iarygodność obliczeń, które m ogą mieć potem  w pływ  na realne decyzje.
Celem  niniejszego artykułu jest przedstaw ienie rezultatów  badań dotyczą­
cych zależności pom iędzy poziom em  niezgodności w yników  AHP, m ierzonym  za 
pom ocą pow szechnie stosow anego w spółczynnika C R , a liczbą porów nyw anych  
elementów. D okonano tego za pom ocą eksperym entu, obejm ującego analizę od  
5 do 8 właściwości różnych obiektów. Przedstaw iono rów nież cząstkow e badania 
dotyczące 3 kryteriów.
W  pierwszej części pracy  krótko przedstaw iono zasady działania m etody  
AH P D ruga część artykułu koncentruje się na prezentacji uproszczonej m etody  
szacow ania w spółczynnika zgodności porów nań CR. Kolejna część pracy stanowi 
syntetyczny przegląd światowej literatury dotyczącej AHP/ANP, ze szczególnym  
naciskiem na m etodologiczne aspekty tych m etod. Pracę kończy opis, omówienie 
w yników  eksperym entu oraz wnioski i implikacje dla przyszłych badań.
2. ZA SA D Y D Z IA ŁA N IA  M E T O D Y  A H P
Etapy analizy A H P oraz ich podstaw y m atem atyczne m ożna znaleźć praktycznie  
w  każdym  podręczniku i artykule T Saaty 'ego oraz każdej publikacji dotyczącej 
m etod AH P/AN P Wiele z nich odwołuje się także do tzw. 7 filarów AH P [Saaty
1 Wpływ tych czynników na zgodność wyników AHP uzyskanych na podstawie porównań do­
konywanych na skali wielostopniowej stanowi przedmiot badań ww. grantu MNiSW NN111345138: 
Metodologia wielokryterialnej analizy porównawczej obiektów oraz grantu NCN 2011/01/D/HS4/04006: Czynniki 
wpływające na zgodność porównań parami w metodach analitycznego procesu hierarchicznego i sieciowego (AHP/ 
ANP).
2 ExpertChoice przeznaczone tylko dla AHP oraz SuperDecisions, przeznaczone dla ANP ale można 
go również stosować dla modeli AHP
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2001]. Inform acje te są rów nież w  przystępny sposób przekazane w  artykułach  
publikow anych w  języku polskim [np. A dam us 2006]. Przykład najprostszej 
i najczęściej konstruow anej struktury hierarchicznej został zaprezentow any na 
rys. 1. Składa się ona z kilku poziom ów, z których najw yższy to cel głów ny p ro­
blem u decyzyjnego. N a realizację tego celu w pływ ają położone o poziom  niżej 
kryteria, a te z kolei są zależne od odpow iadających im  subkryteriów  (czynni­
ków). N a sam ym  dole znajdują się w arianty decyzyjne (zw ane rów nież „alter­
natyw am i"). w  tak zbudow anym  m odelu ostateczna decyzja polega na w yborze 
tego w ariantu decyzyjnego, który w  najw yższym  stopniu spełnia najważniejsze 
subkryteria oraz kryteria.
Źródło: Opracowanie własne na podstawie np. [Saaty 1994].
Rys. 1. Przykład struk tury  hierarchicznej w  m odelu AHP
W ażność poszczególnych elem entów  w zględem  siebie w yznaczana jest przez  
dokonanie ich porów nań parami. Porów nania te dokonyw ane są z użyciem  tzw. 
fundam entalnej skali porów nań Saaty 'ego, gdzie przew aga jednego elem entu  
nad drugim  oznaczana jest od „takiego sam ego znaczenia" (= 1 ), poprzez „słabą 
przew agę" (= 3 ) , „m ocną przew agę" (= 5 ), „bardzo m ocną przew agę" (= 7 )  aż
91
do „absolutnej/ekstremalnej przew agi" (= 9 ). W  przypadku, gdy osoba ocenia­
jąca nie jest zdecydow ana do końca, m ożna do skali w prow adzić liczby pośred­
nie (2,4,6,8). Porów nania dokonyw ane są na zasadzie odw rotności: jeśli elem ent 
A jest 3 razy lepszy od B, to B stanow i 1/3 elem entu A. W  sumie skala daje aż 
17 możliwości. Tak w yrażone opinie w prow adzane są do kwadratowej m acierzy  
A porów nań param i o w ym iarach (n X n), gdzie n  jest liczbą porów nyw alnych  




1 /  d \ 2  1 ■ ■ • &2n
1 / a ln 1/a2n 1
(1)
Taka m acierz konstruow ana jest na każdym  poziom ie m odelu AHP. W  m o­
delu zaprezentow anym  na rys. 1, w  pierwszej kolejności budow ana jest m acierz  
służąca analizie w ażności kryteriów  w zględem  celu głów nego. N astępnie budo­
w ane są m acierze dla analizy znaczenia subkryteriów  w  stosunku do w łaściw ych  
im  kryteriów. M acierzy tych jest tyle, ile w  m odelu jest „klastrów" zależności kry- 
terium -subkryteria. Dla każdej m acierzy obliczane są tzw. w ektory priorytetów  
W (wj, w2, w3), które określane są także jako współczynniki w agow e (wagi), i które 
w skazują relatyw ną w ażność porów nyw anych elementów. Poniew aż uzyskanie
Tabela 1





1 a 12 a 13 y i  X cii2 X a 13 r J t n  
/  1=1
1/ a 12 1 a 23 V i / 0 1 2 x 1 x 0 2 3 r J t n
/  i= 1
1/ a 13 1/ a 23 1 y  1/013*1/023  X I J t nj i=l
3 3
Hn =  1
i =  1 / = 1
Źródło: na przykład [Adamus & Lasak 2009].
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dokładnych w yników  w ym aga w ykonania szeregu skom plikow anych procedur 
m atem atycznych dla każdej m acierzy3, w  literaturze dotyczącej AH P pokazane  
są uproszczone m etody obliczania, za pom ocą których uzyskuje się zbliżone w y­
niki. Do najczęściej stosow anych należy obliczanie za pom ocą średniej geom e­
trycznej, gdzie stopień pierwiastka rów ny jest liczbie porów nyw anych elem en­
tów  [np. Adam us & Lasak 2009]. Poszczególne w artości tak obliczonego w ektora 
m acierzy A  są norm alizow ane, dając w ektory priorytetów  w 1, w 2, w 3. Procedura  
ta została przedstaw iona w  tabeli 1.
Pow yższa procedura musi być przeprow adzona dla każdej macierzy. W spół­
czynniki w agow e (priorytety) określają w zględną w ażność elem entów  decyzyj­
nych na każdym  poziom ie m odelu hierarchicznego. Są to tzw. priorytety lokalne, 
czyli w artości obejm ujące relację w zględem  elem entu położonego jedynie  
o jeden poziom  wyżej w  strukturze hierarchicznej. Priorytety globalne określają 
stopień w ażności elem entów  w zględem  elem entu zlokalizowanego w  hierarchii 
o więcej niż jeden poziom  w yżej, np. znaczenie subkryteriów  w  odniesieniu do 
celu. Ich w artości globalne oblicza się poprzez przem nożenie w artości priorytetu  
dla relacji subkryterium -kryterium  przez w artość w łaściw ego priorytetu kryte- 
rium-cel. Tak przeprow adzona procedura nie gw arantuje jednak w iarygodności 
ostatecznych wyników. M etody AH P/AN P w ym agają bow iem  na każdym  etapie 
analizy obliczenia tzw. w spółczynnika niezgodności CR  (Consistency Ratio), który  
wskazuje na zgodność uzyskanych porów nań. Procedura ta została w  skrócie 
om ów iona poniżej.
3. W Ł A Ś C IW O ŚC I O P E R A C Y JN E :
Z D O L N O Ś Ć  G EN E R O W A N IA  Z G O D N Y C H  W Y N IK Ó W
Podstaw ow ą właściwością operacyjną każdej m etody jest zdolność do generow a­
nia niesprzecznych, czyli zgodnych, logicznych rezultatów. Wyniki analizy struk­
tury hierarchicznej, w edług procedury przedstaw ionej w  poprzednim  rozdziale, 
tylko w tedy są w iarygodne, a w ięc dające rzetelną w skazów kę do podjęcia decy­
zji, kiedy zostaje spełniony w arunek  zgodności ocen. W spółczynnik zgodności 
nie m oże przekraczać 10% (C R <0,10)4. Podobnie jak w  przypadku priorytetów, 
obliczanie w spółczynnika CR  następuje autom atycznie przy korzystaniu z odpo­
w iedniego oprogram ow ania AH P/AN P (ExpertC hoice, SuperDecisios). Podstaw ą  
do obliczenia CR  jest w yznaczenie największej w artości własnej (Amax) m acie­
rzy  A. W  uproszczony sposób oblicza się ją jako sum ę iloczynów  sum y wartości 
porów nań w  każdej kolumnie m acierzy A  oraz odpow iedniego dla danego ele­
m entu w spółczynnika w agow ego. Korzystając z oznaczeń zapisanych w  tabeli 1, 
uproszczoną form ułę m ożna przedstaw ić w  następujący sposób:
3 Oprogramowanie ExpertChoice i SuperDecisions wykonują te obliczenia automatycznie.
4 Szerzej na temat wartości „granicznej" można znaleźć np. w  [Saaty & Vargas 1982].
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Яшах =  (1 +  l/fl21 +  l/fl3l) • Wi +  (a12 +  1 +  l /азг) • W2 +  (öi3 +  a23 +  l )  • w3 (2)
Kolejnym krokiem jest obliczenie tzw. indeksu niezgodności (Inconsistency 
Index  —  IC) jako ilorazu różnicy największej w artości własnej m acierzy i liczby 
porów nyw anych elem entów 5 (n) przez różnicę (n -  1):
I C  =  (A „ , -  n ) /(n  -  1) (3)
N a sam ym  końcu obliczamy w spółczynnik CR  poprzez podzielenie IC przez  
stablicow aną w artość RI:
C R  = I C /R I  (4)
Stablicowane w artości R I  zostały w ygenerow ane przez Saaty'ego na podsta­
wie symulacji dla 500 000 macierzy, i w  zależności od liczby porów nyw anych ele­
m entów  w ynoszą np.: 
dla n  =  3, R I  =  0,52; 
dla n  =  4, R I  =  0,89; 
dla n  =  5, R I  =  1,11; 
dla n  =  6, R I  =  1,25;
Wartości R I  dla większej liczby n, jak i dokładniejszy opis sposobu ich genero­
w ania, m ożna znaleźć np. w  [Alonso & Lam ata 2006]. Jeśli CR  przekroczy w artość 
0,10, porów nania należy uznać za niezgodne, a analizę należy pow tórzyć [Saaty 
2008]. Poniew aż pow tarzanie analizy jest bardzo czasochłonne, wielu badaczy  
proponow ało stosow anie różnych  algorytm ów  m ających na celu zredukow anie  
w artości CR  przy minimalnej ingerencji (zmianie) danych (porów nań) pierw ot­
nych. Ponieważ w  każdym  przypadku „sztucznej" redukcji w spółczynnika zgod­
ności zaw sze następuje zaburzenie pierw otnych porów nań, najlepiej jest uzyskać 
m aksymalnie zgodne wyniki już na etapie grom adzenia danych, czyli dokony­
w ania porów nań parami. Aby to się udało, zaleca się porów nyw anie nie więcej 
niż 7 ±  2 elem entów  w  jednej macierzy, gdyż tyle właśnie porów nań jest w  stanie 
dokonać przeciętny człow iek zachow ując w ym agany poziom  spójności [Saaty & 
O zdem ir 2003, Miller 1956].
4. P R Z E G L Ą D  LITER A TU R Y D O T Y C Z Ą C E J A H P /A N P
Istnieje bardzo wiele publikacji na tem at w ielokryterialnych m etod w spom aga­
jących  procesy podejm ow ania decyzji w  różnych obszarach nauki i praktyki. 
O prócz m etod AH P/AN P należą do nich m.in. Electre, Prom ethe, VDA. Jak zo ­
5 Im bardziej największa wartość własna macierzy zbliżona do n, tym mniejszy współczynnik CR 
[Saaty 2008].
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stało wcześniej w spom niane, m etody AH P/AN P cieszą się zdecydow anie naj­
w iększą popularnością w  porów naniu do innych m etod, o czym  św iadczy duża 
(i w ciąż szybko rosnąca) liczba publikacji dotyczących tych m etod w  najwięk­
szych bazach czasopism  naukow ych, takich jak np. ScienceDirect, Wiley, Scopus. 
Korzystając tylko z wyszukiwarki bazy ScienceDirect, w pisano następujące słowa 
kluczow e: „analytic hierarchy process", „analytic netw ork process", „ahp", „anp". 
H asło „analytic hierarchy process" w ygenerow ało 202906 artykułów, natom iast 
jego skrót „ahp" 108817. Publikacji na tem at AN P jest znacznie więcej, należy jed­
nak w ziąć pod uw agę fakt, iż praw ie w  każdym  artykule dotyczącym  AN P znaj­
duje się odniesienie do m etody AH P Jak bow iem  wcześniej w spom niano, „fun­
dam ent" tych m etod, 9-stopniow a skala porów nań Saaty 'ego, jest uniw ersalny  
dla obydw u m etod. Słowo kluczow e „analytic netw ork process" spow odow ało  
znalezienie aż 458908 publikacji, natom iast „anp" dało 188829 rezultatów. Jeszcze  
pół roku tem u liczby te były średnio o kilkaset pozycji niższe, na przykład dla 
hasła „analytic netw ork process" liczba znalezionych publikacji wynosiła 4100010. 
Porów nując częstość w ystępow ania artykułów  na tem at AH P/AN P z innym i m e­
todam i w spom agania decyzji, „vda" jako słowo kluczow e w  tej samej bazie daje 
209311 rezultatów , „electre" 124112, natom iast „prom ethe" zaledwie 2313. Co więcej, 
w artości te nie zmieniły się znacząco w  porów naniu ze stanem  sprzed pół roku14. 
N ależy ponadto w ziąć pod uw agę fakt, że część z tych artykułów zaw iera także 
odniesienie do m etod AHP/ANP!
Artykuły dotyczące AH P/AN P publikow ane są głów nie w  takich czaso­
pism ach jak European Journal of Operational Research, International Journal of Pro­
duction Economics, Information and Management, Computers and Operations Research, 
Decision Support System s , Socio-Economic Planning Science, Journal of Operational 
Research Society, Expert Systems with Applications, Journal of Mathematical Psychology. 
Publikacje te m ożna generalnie podzielić na dwie grupy: o charakterze „aplika­
cyjnym ", skoncentrow anym  na rozw iązyw anym  za pom ocą AH P/AN P proble­
mie, oraz „m etodologicznym ", gdzie „środek ciężkości" przypada na właściwości 
samej metody. O gólne studium  kilkuset abstraktów  artykułów  w  obszarze A H P/ 
AN P w ykazało, że zdecydow ana w iększość badań w  tym  zakresie m a charakter 
„aplikacyjny". D otyczą one zastosow ania AH P/AN P w  różnych obszarach i w  od­
niesieniu do różnych celów  decyzyjnych. Takimi celami decyzyjnym i m ogą być 
na przykład planow anie, zakupy, alokacja zasobów, rozw iązyw anie konfliktu,
6 Stan na 5.11.2011.
7 Stan na 5.11.2011.
8 Stan na 5.11.2011.
9 Stan na 5.11.2011.
10 Stan na 5.06.2011.
11 Stan na 5.11.2011.
12 Stan na 5.11.2011.
13 Stan na 5.11.2011.
14 Na przykład, w  porównaniu do 5.06.2011 liczba artykułów dt. VDA wzrosła tylko o 2.
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ew aluacja, optym alizacja, itd. W  obszarze aplikacji, nie m a chyba dziedziny, 
w  której by nie próbow ano stosow ać narzędzi AH P/AN P O bszary te, w  pow ią­
zaniu z wyżej w spom nianym i typam i celów  decyzyjnych, zostały w  sposób  
syntetyczny om ów ione przez [Vaidya & Kum ar 2006]. Przykłady różnorodności 
zastosow ań AH P/AN P to rozw iązyw anie takich problem ów  jak ew aluacja d o ­
staw ców  [Akarte et al. 2001], w ybór najlepszego oprogram ow ania [Lai et al. 2002], 
zdefiniowanie czynników  sukcesu i opracow anie strategii w drażania system u  
IS 0-14001  na podstaw ie analizy korzyści i kosztów  [Chin et al. 1999], ewaluacja 
różnych  strategii fuzji w  bankowości [Arbel & Orger, 1990], w ybór lokalizacji rafi­
nerii w  kilku krajach Bliskiego i Środkowego W schodu [Badri 1999], popraw a ja­
kości komunikacji pacjent-lekarz [Singpurwalla et al. 1999], analiza strategii USA  
w obec Iranu [Saaty 2008] i wiele innych.
Publikacji o charakterze „m etodologicznym " zidentyfikow ano znaczniej 
mniej. Są to zarów no krytyczne analizy AH P/AN P jak i propozycje rozw iązań  
problem ów  w ynikających z m atem atycznych/algebraicznych w łasności tych  
m etod. Do najczęściej dyskutow anych problem ów  zw iązanych z praktycznym  
użytkow aniem  AH P/AN P należą m.in.: agregacja indyw idualnych priorytetów  
w  grupow ym  podejm ow aniu decyzji [np. Solms 2009, Form an & Peniwati 1998, 
Beynon 2005], zm iana kolejności w yników  (rank reversal) na skutek w prow adze­
nia do m odelu dodatkow ego obojętnego elem entu [np. W atson & Freeling 1982, 
Belton & Gear 1983, W eber 1997, H older 1990, Perez et al. 2001] oraz trudności 
w  uzyskaniu spójnych (zgodnych) w yników  AH P/AN P [np. Vargas 1982, Finan & 
H urley 1997, Apostolou & Hassel 1993; 2002, Alonso & Lam ata 2005; 2006, Costa 
2006, Ergu et al. 2011]. D użo mniej informacji m ożna znaleźć na tem at "opera­
cyjnych" (praktycznych) aspektów  AH P/AN P dotyczących m.in. sposobu grom a­
dzenia danych. Tymczasem na podstaw ie badań em pirycznych zaobserw ow ano, 
że końcow e rezultaty  są zależne m.in. od sposobu prezentacji kwestionariusza  
[np. Webber et al. 1996] oraz rodzaju użytej skali [W eathers et al. 2005].
Przyczyny niezgodności rezultatów  AH P/A N P już od daw na stanow iły  
przedm iot badań na całym  świecie. G łów nym  obszarem , na którym  skoncentro­
w ane są badania dotyczące niezgodności, jest w spółczynnik CR. Istniejąca litera­
tura w  tym  zakresie próbow ała odpow iedzieć na trzy głów ne pytania badawcze. 
Po pierw sze, czy ustalona przez Saaty 'ego w artość w spółczynnika niezgodności 
(CR) na poziom ie < 0,10 pow inna być tylko w skazów ką, czy też sztyw ną regułą, 
odnoszącą się do każdego przypadku. Po drugie, czy w spółczynnik CR  jest od­
pow iednią m iarą poziom u niezgodności. Po trzecie, czy i jak m ożna zreduko­
w ać współczynnik CR  na poziom ie macierzy. Pytaniem , do którego praktycznie  
brak jest w  literaturze odniesienia, to jakie czynniki na etapie grom adzenia da­
nych (np. liczba porów nyw anych elem entów ) w pływ ają na poziom  zgodności 
wyników.
W  odniesieniu do pierwszej kwestii, część autorów  sugeruje, że poziom  
w spółczynnika CR  ustalony na stałym  poziom ie C R <0,10 jest zbyt restrykcyjny.
[Apostolou & Hassel 1993] próbowali udow odnić za pom ocą eksperym entu, że 
w artość w spółczynnika CR przekraczająca 0,10 nie w pływ a w  sposób istotny na 
końcow e wyniki badań. Eksperym ent ten został zakw estionow any przez [Chu & 
Liu 2001], którzy z kolei znaleźli istotną różnicę pom iędzy wynikam i z CR < 0,10, 
a tymi gdzie CR > 0,10. Inny problem  był rozw ażany m.in. przez [Alonso & La- 
m ata 2006], którzy zaproponow ali odm ienny sposób pom iaru poziom u niezgod­
ności w yników  prow adzący  do akceptacji, bądź odrzucenia macierzy. To, czy  
dana m acierz jest spójna bądź nie, zależy od dw óch czynników:
a) indeksu zgodności (IC), za który autorzy uw ażają największą w artość własną  
m acierzy Amax;
b) w ym aganego poziom u zgodności (a), 0 < a  < 1, przy czym  a  jest adaptow alny  
w  zależności od badanego problem u; użytkow nik w  różnych  sytuacjach  
m oże potrzebow ać różnego poziom u zgodności i ten poziom  określa procen­
tow o.
Autorzy ponadto kw estionują stablicow ane w artości R I , w ygenerow ane przez  
Saaty 'ego na podstaw ie symulacji 500 000 macierzy. Te bow iem  są różne dla każ­
dej podobnej symulacji.
Trzecie zagadnienie dotyczy redukcji w spółczynnika CR  na poziom ie m a­
cierzy. N a przykład, [Costa et al. 2006] zastosował w  tym  celu tzw. algorytm  ge­
netyczny (Genetic Algorithm  —  GA). Polega on na w ygenerow aniu w  matrycy, 
gdzie niezgodność w ynosi pow yżej 10% oraz rozw iązań z CR  m niejszym  lub 
rów n ym  10%. Program  najpierw  analizuje zgodność, jeśli CR > 10%, algorytm  
losow o generuje serię m atryc z w artością niższą niż 10% , zbliżonych do m acie­
rzy  pierwotnej. Z kolei [Ergu et al. 2011] zaproponow ał trzystopniow ą procedurę  
redukcji CR opartą na identyfikacji najbardziej niezgodnych elem entów  m acie­
rzy, [Finan & H urley 1997] za pom ocą symulacji M onte Carlo udow odnili, że 
m atem atyczna redukcja w artości CR  zwiększa w iarygodność rezultatów  analizy. 
Wielu badaczy proponow ało i proponuje różne procedury i algorytm y m ające na 
celu zmniejszenie niezgodności, ale w ątpliw ość budzi fakt, iż w  wielu przypad­
kach tego typu operacje prow adzą do zm iany oryginalnych informacji uzyska­
nych podczas prow adzenia badań [np. Tung & Tang 1998].
Poniew aż C R <0,10 nadal jest jedyną akceptow alną i pow szechnie stoso­
w aną m iarą poziom u niezgodności w yników  AHP/ANP, istnieje silna potrzeba  
w ypracow ania określonych zaleceń dotyczących redukcji możliwości uzyskania 
zgodnych w yników  już na etapie grom adzenia danych. Do takich „działań pre­
w encyjnych" należy przede w szystkim  upew nienie się m.in. że istnieje dosta­
teczna ilości informacji na tem at badanego problem u, a m odel decyzyjny został 
odpow iednio ustrukturyzow any. D użą rolę odgryw a także w iedza ekspertów, 
która w  przypadku otrzym ania niezgodnych wyników, pow inna być poddana  
dodatkowej ocenie [Szczypińska & Piotrowski 2009]. Inną przyczyną generującą  
sprzeczne rezultaty m oże być fakt stosow ania w  AH P/AN P 9-stopniow ej skali 
liniowej, podczas gdy większość problem ów  nie m a charakteru liniowego. Dla­
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tego też jako bardziej w iarygodną sugerow ano skalę m ultiplikatyw ną (geom e­
tryczną) [Holder 1990].
5. EK SPER Y M EN T
5 . 1 .  O p i s  e k s p e r y m e n t u
Celem  przeprow adzonego eksperym entu było zbadanie, jaka jest em piryczna  
frakcja niezgodnych ocen, dokonyw anych przez ekspertów  w edług kryterium  
oceny zgodności zaproponow anej przez Saaty 'ego (w spółczynnik CR), w  zależ­
ności od liczby porów nyw anych param i kryteriów. O kreślono hipotezę badaw ­
czą, która brzm iała, że dla liczby kryteriów  większej od 5 liczba sprzecznych  
(niezgodnych) ocen będzie bardzo w ysoka (większa od 30% ). Badanie polegało 
na obliczeniu wskaźnika CR  uzyskanego na podstaw ie zastosow ania przez eks­
pertów  m etody AH P Zostali oni poproszeni o porów nanie param i kryteriów  do­
tyczących pięciu obiektów. Zostały one dobrane w  taki sposób, aby ankietowani 
(ze w zględów  organizacyjnych byli to najczęściej studenci krakowskich uczelni) 
mogli być traktowani jako eksperci.
1. Telefon kom órkow y (T)
2. Mieszkanie (M)
3. Komunikacja miejska (K)
4. D rukarka (D)
5. Laptop (L).
Ze w zględu na m ożliw ość popełnienia podczas badania błędu system atycz­
nego polegającego na tym , że porów nyw anie pierw szego obiektu „zdeterm i­
nuje" kolejne porów nania zdecydow ano w  każdym  zestawie —  w  sposób losowy  
—  ustalić inną kolejność porów nyw anych obiektów.
Każdy obiekt był charakteryzow any m aksym alnie przez osiem kryteriów, 
które zostały przedstaw ione w  tabeli 2.
Ze w zględu na m ożliw ość popełnienia podczas badania błędu system atycz­
nego polegającego na tym , że początkow e kryterium  „zdeterm inuje" kolejne p o ­
rów nania zdecydow ano podczas każdego badania —  w  sposób losow y —  ustalić 




4. O siem  kryteriów
Każdy z ankietow anych został poproszony o ocenę czterech z pięciu obiek­
tów  (T, M, K, D, L). Liczba kryteriów  dla każdego z obiektów była różna (ułożona  
w  sposób losowy), co oznacza, że jeśli ankietow any oceniał np. (T) ze w zględu na 
5 kryteriów, to pozostałe obiekty m ógł ocenić ze w zględu na 6, 7 lub 8 kryteriów.
98
Jako kryterium  zgodności przyjęto om ów iony wcześniej w spółczynnik CR , któ­
rego w artość nie pow inna przekraczać 0,10.
Tabela 2
Kryteria charakteryzujące porów nyw ane obiekty
Telefon kom órkowy (T) Mieszkanie (M) Komunikacja miejska (K)
• Wielkość wyświetlacza
• Radio
• A parat fotograficzny
• W ymiary (długość, szero­
kość)
• Ciężar telefonu
• Czas pracy (bateria)
• Sygnał wibracyjny
• Wielkość klaw iatury
• Wielkość łazienki








• Wolne miejsca siedzące





• Szybkość poruszania się
D rukarka (D) Laptop (L)
• Rozdzielczość
• Czas w ydruku  strony
• Możliwość druku  w  kolorze





• Czas bezaw aryjnej pracy
• Pojemność dysku
• Szybkość pracy (procesor)
• Wielkość pamięci operacyj­
nej
• Kamera
• O dpow iednia wielkość 
ekranu
• O dpow iedni kolor obu­
dow y
• Liczba miesięcy gwarancji
• Ciężar
Źródło: Opracowanie własne.
5 . 2 .  W y n i k i  e k s p e r y m e n t u
Dla każdej liczby kryteriów  obliczono frakcję ankiet, dla których CR >  0,1 w edług  
w zoru:
w .  =  ^  (5)
gdzie:
n  —  liczba kryteriów  
W n —  frakcja ankiet w  których CR >  0,10 
N n.f —  liczba ankiet, dla których CR >  0,10 
N n —  liczba w szystkich ankiet.
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N a rysunkach rys. 2 —  rys. 5 zostały przedstaw ione em piryczne rozkłady w spół­




25% --------- — — -------------------------------------------------------------------------------
20%  ------------------------------------------------------------------------------
15% ---------  -------------------------------------------------------------
10%     -------------------------------------------
5% - ---------------------------------- --------
0%
Źródło: Opracowanie własne.






























10%   --------
Źródło: Opracowanie własne.
Rys. 5. Rozkład w spółczynnika CR dla 8 kryteriów  (przedział 0,05)
Przedstaw ione powyżej w ykresy w ym agają kom entarza. Przede wszystkim  
m ożna zauw ażyć, że odsetek niezgodnych porów nań rośnie w raz ze w zrostem  
liczby kryteriów. Dla 6, 7 oraz 8 kryteriów  (rys. 3, rys. 4 oraz rys. 5) najczęściej 
w artość wskaźnika niezgodności znajduje się w  przedziale pom iędzy 0,1 a 0,15.
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Dla w szystkich badań charakterystyczna właściwością jest w ystępow anie w arto­
ści CR większych od w artości 0,5.
Wyniki eksperym entu dla 5, 6, 7 i 8 kryteriów  zestaw iono w  sposób zbiorczy  
w  tabeli 3 jako frakcje ankiet, dla których w artość CR  jest większa od zakłada­
nego przez Saaty'ego poziom u 0,10. Rys. 6 przedstaw ia w ykres frakcji niezgod­
nych ocen w  zależności od liczby porów nyw anych  kryteriów. Jak się spodzie­
w ano, im  w yższa liczba kryteriów, tym  w yższa frakcja niezgodnych ankiet. Dla 
5 kryteriów  poziom  ten w ynosi 68,22% , co budzi wątpliwości dotyczące założe­
nia m etody AH P m ów iącego, że człow iek jest zdolny do efektyw nego dokonania 
porów nań 7 ±  2 elementów. Jak ponadto w ykazano, w  przypadku większej liczby 
kryteriów  (od 6 w zw yż), frakcja ta sięga ponad 80% , jednakże różnice w  liczbie 
niezgodnych ankiet dla 6, 7, i 8 kryteriów  są bardzo niewielkie (W6 =  83,02% , 
W7 =  83,33% , W8 =  85,29% ).
Tabela 3
Wyniki badań  dla poszczególnej liczby kryteriów  jako frakcja ankiet CR>0,10
5 kryteriów 6 kryteriów 7 kryteriów 8 kryteriów
Liczba ankiet popraw nie 
w ypełnionych (N n)
107 106 108 102
Liczba ankiet z CR > 0,10 (N nf 73 88 90 87























Rys. 6. Frakcja niezgodnych ankiet w  zależności od liczby porów nyw anych kryteriów
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Wyniki pow yższego eksperym entu skłoniły autorów  do zadania sobie pyta­
nia, jakie wyniki otrzym am y przy niższej liczbie kryteriów. Dlatego też przepro­
w adzono eksperym ent uzupełniający, którego celem  było zbadanie, jak wysoka 
jest frakcja niezgodnych porów nań w  przypadku 3 kryteriów. Jako badany obiekt 
w ybrano sklep spożyw czy, który był analizow any ze w zględu na trzy kryteria:
—  Szybkość obsługi,
—  ła tw o ś ć  dojazdu,
—  W ybór produktów.
Wyniki pokazały, że dla 108 popraw nie w ypełnionych ankiet frakcja niezgod­
nych ocen, obliczona na podstaw ie wyżej przedstaw ionego w zoru, w yniosła aż 













Rys. 7. Rozkład w spółczynnika CR dla 3 kryteriów  (przedział 0,05)






W  niniejszej pracy przedstaw iono, na podstaw ie badań em pirycznych, skalę w y­
stępow ania jednego z głów nych problem ów  zw iązanych ze stosow aniem  m etod  
AH P/AN P a mianowicie trudność w  uzyskaniu zgodnych (spójnych) wyników, 
naw et przy niewielkiej liczbie porów nyw anych elementów. Początkowe założe­
nie, że dla liczby kryteriów  większej od 5 liczba sprzecznych (niezgodnych) ocen  
będzie bardzo w ysoka (większa od 30% ), zostało potw ierdzone. Co więcej, bada­
nia wykazały, że bardzo w ysoka frakcja niespójnych odpow iedzi (ponad 50% ) 
w ystępuje już przy analizie 3 kryteriów, natom iast w  przypadku 8 kryteriów  
przekracza 80% . R ezultaty eksperym entu pokazały rów nież, iż w  przypadku
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większej liczby kryteriów  różnice we frakcji liczbie niezgodnych ankiet dla 6, 7, 
i 8 kryteriów  są bardzo niewielkie. Konieczne są zatem  dalsze badania w  tym  za­
kresie, w  szczególności biorąc pod uw agę takie czynniki, jak:
a) wielkość próby; celem  uzyskania m iarodajnych wyników, badania należy po­
w tórzyć na większej próbie,
b) dobór ankietow anych do badania; w  przedstaw ionych eksperym entach, na 
podstaw ie badania nielosowej próby krakowskich studentów  wnioskowano  
o całej populacji,
c) wielkość ankiety; przeprow adzana ankieta była zbyt obszerna, gdyż ocenia­
jący otrzym yw ał jednorazow o ponad 20 stron (na każdej stronie były trzy  
porów nania), co m ogło pow odow ać zm ęczenie i w  konsekwencji „losowe" 
odpowiedzi.
Biorąc pod uw agę podstaw ow ą właściwość operacyjną m etody AH P jaką jest 
generow anie niesprzecznych wyników, problem  ten  w ym aga dalszych badań  
i precyzyjnego zdefiniowania warunków, przy których m etodę tę należy stosować.
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